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Введение 

 
 Геометрия развивает образное и пространственное мышление, учит 
быть последовательным и внимательным при выполнении алгоритма ре-
шения задачи. Без всех этих навыков невозможно изучать теоретические  и 
практические курсы по всем дисциплинам, преподаваемым в высшей шко-
ле.  
 Умение решать геометрические задачи показывает уровень развития 
логической подготовки студента, его подготовленность к обучению в вузе. 

В предлагаемом пособии приведены основные типы задач по плани-
метрии и стереометрии. Для успешного выполнения  этих заданий необхо-
димы твёрдые знания основных геометрических фактов и некоторый опыт 
в решении геометрических задач. 
 Успех при решении многих задач по геометрии зависит от рисунка.  
При выполнении рисунка постарайтесь, по возможности, отобразить на 
нём все условия задачи. Например, если задан произвольный треугольник, 
то следует нарисовать разносторонний треугольник, а не равносторонний 
или равнобедренный. 
 Основная трудность при решении геометрических задач обычно воз-
никает, когда обучающиеся сталкиваются с не самыми знакомыми конфи-
гурациями, или не видят рационального пути решения задачи.   
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ⎯ 4 ⎯

 
 

ЗАДАЧИ ПО ПЛАНИМЕТРИИ 
 
         A 
     Задача 1. Катеты  прямоугольного треуголь-
         ника 12 и  18. Вычислить длину  бис-                       
       Е                  D                сектрисы прямого угла. 
                    Дано: ;12;18 == BCAC  
     CD − биссектриса 45=∠=∠⇒ BCDACD . 
         C           F           B             Найти:  .CD
         Рис. 1.   Решение. Проведем ACDE⊥  и BCDF⊥ . 
Рассмотрим ,90,45: =∠=∠Δ CFDDCFCDF ⇒=⇒=∠ CFDFCDF 45  
EDFC  − квадрат, пусть сторона его равна а. AEDΔ ~ ABCΔ ⇒  

.2,7
30

181218121218
18

18
12

=
⋅

=⇒⋅=+⇒
−

=⇒= aaaaa
AC
AE

CB
ED Таким об-

разом, .22,72 ⋅== aCD  
                          Ответ: 7,2⋅ 2 . 
 
 
 
 
 
 
 
    B           
        30°     Задача 2. Вычислить площадь треугольника, если 
       одна из его сторон равна 60, а прилежащие    
                           к ней углы содержат 30° и 75°. 
          75°       Дано:  .30,75,60 =∠=∠= BAAB
     A                       C   Найти:  .ABCS Δ

              Рис. 2. 
 Решение.  Так как 75)3075(180 =+−=∠C   ABCΔ⇒  − равно-

бедренный, 30sin6060
2
1sin

2
160 ⋅⋅⋅=⋅⋅=⇒== Δ BBCABSBCAB ABC =   

= 900. 
                            Ответ: 900. 
 

Задача 3. Определить длины высоты и диагоналей трапеции, если ее 
основания 28 и 6, а  боковые стороны 25 и 17. 
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      B                         C          Дано: .17;25;16;28 ==== CDABBCAD  
          Найти: .,, BFBDAC  
          Решение. Пусть .,, hCEBFxEDyAF ====  
                         Из ABFΔ  получаем, что 
A      F                   E        D                        .25 22222 yAFABh −=−=
      Рис. 3.              Из CDEΔ  .17 22222 xEDCDh −=−=  
Следовательно, 32817251725 2222222222 =−⇒−=−⇒−=− xyxyxy . 
Поскольку .121628 =+⇒−=+=− yxyxBCAD  Получаем систему 
уравнений относительно x  и y: 

⎩
⎨
⎧

=+−
=+

,328))((
;12

xyxy
yx

⎩
⎨
⎧

=⋅−
=+

⇒
,32812)(

;12
xy

yx

⎩
⎨
⎧

=−
=+

⇒
,28
;12

xy
yx

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇒
.8
;20

x
y

 

Полученное значение х = − 8 говорит о том, что чертеж не соответствует 
задаче, его следует переделать, а именно: 
       B                         C       Сохраняя обозначения 
       hCEBFxEDyAF ==== ,, , по-
       лучаем и в этом случае , что 
       2222 1725 −=− xy  , кроме того 
        A        E   верно равенство  
                           F            D          ,1628, =−+=−+ yxBCAFDEAD   
   Рис. 4.          получаем систему уравнений 

⎩
⎨
⎧

=−
−=−

,328
;1628

22 xy
xy

⎩
⎨
⎧

=+−
=−

⇒
,328))((

;12
xyxy

xy

⎩
⎨
⎧

=+
=−

⇒
,28
;12

xy
xy

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
.8
;20

x
y

 

;152025 22 =−== hBF =−+=+= 2222 )2028(15FDBFBD       

.391296225)828(15;1764225 2222 =+=++=+==+= AECEAC  
                Ответ:  39; 17;  15. 

 
 

A                   Задача 4. В  прямоугольном  треугольнике
   D            ABC с прямым углом  C, углом   B   
               равным  20° и  катетом  AC = 2, 92 
               проведена медиана СD. Кроме то- 
               го, из точки D под углом 25° к ги- 
C                         E          F             B            потенузе проведена прямая, пере- 
     Рис. 5.         секающая отрезок BC в точке  F. 
Вычислить площадь Δ CDE, принять .365,020 =tg  
 Дано:  .25;20,90;;92,2 =∠=∠=∠== FDBBCDBADAC
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 Найти: . CDFS Δ

 Решение. Из   .8365,0/92,2;20 ==⋅=Δ BCtgBCACABC

Проведем BCDE ⊥ , т.к. DBAD = .46,1
2

;4
2

=====⇒
ACDFBCBECE  

Из 45135180135)2520(180 =−=∠⇒=+−=∠⇒Δ DFEDBFDBF . 
Из . 46,14590;45 ==⇒=∠⇒=∠=∠⇒Δ EFDEEDFDEFDFEDEF
Из .46,1;46,546,14 ==+=+=Δ DEEFCECFCDF  

.9858,346,146,5
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅=Δ DECFS CDF           

 Ответ: 3, 9858. 
 Задача 5. Треугольник ABC образован двумя радиусами  AB и BC и 
хордой AC. 90<=∠ αABC . При повороте этого треугольника вершина B 
остается  на месте, а вершины А и С перемещаются, соответственно в точ-
ки D и E, при этом отрезки AC и DE пересекаются в точке K так, что 

.αβ <=∠AKD  Вычислить, на какие части отрезок BK делит .ABC∠  
    A                     Дано: RBEBDBCAB ==+= ;  

         D              90<=∠ αABC ;  .αβ <=∠AKD  
                        Найти: ABK∠  и KBC∠ . 
         B            K                                   Решение. Соединим точки А и Е. 
                                                                       Из   ⇒=∠=∠ αDBEABC         
      С          DCDEAC ∪=∪=∪ ;α  −  общая  
       Е                           часть этих дуг, то есть получаем  
  Рис. 6.                  .CEAD ∪=∪  
На эти дуги опираются вписанные углы AKDAEDEAC ∠∠=∠ .  − внешний 
угол 2/2 ββ =∠⇒∠=⇒∠+∠=∠⇒Δ EACEACAEDEACAKDAKE    или 

⇒−=∪−∪=∪=∠=∠⇒=∪=∪ βαββ ADACDCCBEABDADCE .  

.
22

1; βα
βα

−
=∠=∠−=∠ DBCDBKDBC   =∠+∠=∠ DBKABDABK   

 .
2

;
22

βαβαβα
β

−
=∠=∠

+
=

−
+= DBKKBC  

                              Ответ: .
2

;
2

βαβα −+  

         
    B                      C      Задача  6.  Диаметр окружности  является   основанием  
                      равнобедренной трапеции, вписанной в эту окружность. 

     A              О       D  Найти боковую сторону трапеции, если один из ее углов 
      равен 60°, а радиус окружности равен . 2

 Дано: 60,2, =∠== BAOAOCDAB . 
          Рис. 7.    Найти: AB . 
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 Решение. ABCΔ  − равносторонний, так как OBAO = , а  поскольку 
260 ==⇒=∠ AOABBAO .              Ответ: . 2

      
 
Задача 7. В прямоугольном треугольнике ABC  на гипотенузе  AB  взяты 
точки K  и  M  так, что  BCBMACAK == , . Найти угол MCK∠  (в граду-
сах). 
  A   Дано: BMBCACAKC ===∠ ,,90 .  
    Найти : MCK∠ . 
              M  Решение. AKCΔ  и MBCΔ  − равнобедренные   

                              по построению, поэтому 

     K               ,
2

180,
2

180 ABCMCBBACACK ∠−
=∠

∠−
=∠                  

              С                       B         тогда   =∠+=∠+∠ MCKMCBACK 90  

       Рис. 8.                       ,45180
2

180
2

180
−=

∠−
+

∠−
=

ABCBAC              

         Ответ: . .45)90( =∠⇒=∠+∠ MCKBACABC 45
 
 

   B  C Задача 8. Боковая сторона равнобедренной      
       K                         M           трапеции, описанной  около  кру-
                 га, равна 12. Острый угол трапе-
        ции равен . Найти площадь 
              O    трапеции. 

30

       Дано: 30,12 =∠== BADCDAB   
                Найти :       .ABCDS
A                       E     F                             D      
                           Рис. 9.  
  Решение. Проведем ,ADBE ⊥  AB 630sin= ⋅ =BE . По свойству 
касательных и в силу того, что CDAB =  следует ,CMLCBLKB ===  

⇒=== MDFDAFAK +++=+++=+ AKCMKBFDAFLCBLADBC  

.7261224 =⋅=⇒=+=+ ABCDSCDABMD                    Ответ: 72. 
  
 
 
Задача 9. В равнобедренную трапецию вписана окружность радиуса . 
Найти меньшее основание трапеции, если ее площадь равна 5. 

1

 Дано: 1,5, === окрABCD rSCDAB .  
  Найти: BC . 
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        Решение. 

5,2
22

22, =
+

⇒⋅
+

=⇒==⊥
BCADLKBCADSrLKADLK ABCDокр . 

          B       L        C                  Так как 
2

,
2

ADKDFDBCLCCF ==== ,                    

                               F   то   =
+

=+=
2

ADBCFDCFCD    

        O     5,2= . LCEDADCE 25,2, −=⊥ . 
        Пусть xLC = , тогда из  
        следует 

CEDΔ
( ) ( 222 25,225,2 x−+= ) ,  

       04104 2 =+− xx , 0252 2 =+− xx , 

А                           К      E                      D          
4

35
4

16255
2,1

±
=

−±
=x , 

                          Рис. 10.              21 =x  − не подходит )0( <ED , 

        1
2
1

2 =⇒= BCx .   

     B                                                  Ответ: 1. 
       Задача 10. В  равнобедренный  треугольник, 
     боковая сторона которого  в два раза больше 
         F  основания, вписана окружность  радиуса  .     6
       O1            L  Найти радиус описанной около этого  треу- 

O    гольника окружности. 
             Дано: 6,2 === ODACABBC  

     Найти:  .описr
A              D              C          Решение. ABCΔ  − равнобедренный, 

                Рис. 11    следовательно центр описанной окружности  
тоже лежит на 

1O
BD . Проведем ,1 BCFO ⊥  тогда .FCBF =  Так как 

,25,05,0 BCACCLCD ===  то .75,0 BCBL =  Пусть ,bBC =  тогда из пря-

моугольного DBCΔ  получаем .
4
15

16

2
222 bbbDCBCBD =−=−=  

Из  ~OBLΔ BDCΔ ⇒ ⇒=⇒=
1525,0

75,0
25,0
6

b
b

bBD
BL

DC
OL ,30158 =⇒= BDb  

.24=BO А из  подобия ~OBLΔ ⇒Δ BFO1 ⇒=⇒=
75,0
5,0

24
11 BO

BL
BF

BO
BO  

.161 == описrBO                  
Ответ:  .16
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Задача 11. Основания трапеции равны 2 и 3. В трапеции проведен 
отрезок,  параллельный основаниям  и  делящий площадь трапе- 

      B     C                        ции на равные  части.  Найти  квадрат  длины 
      этого отрезка. 
        Дано: MBCNAMND SSDAMNADBC =′== ,||,3,2 . 
M      L                    N             Найти: .2MN  

   Решение. Проведем      ⇒⊥ ADBK  

   BKBKBCADSS ABCD 5,2
2

=⋅
+

== .  

A        K                              D          Пусть xMN = , тогда 

Рис. 12.            BLxBLMNBCSSMBCN ⋅
+

=⋅
+

==
2

2
22

 ; 

x
SLK

x
SBLSBKLKxLKMNADSSAMND +

=
+

==⇒⋅
+

=⋅
+

==
3

,
2

,
5,22

3
22

.  

т. к. LKBLBK += ,  

то )25(5,2)3)(2(
323,2

xxx
x

S
x

SS
+⋅=++⇔

+
+

+
=  . 5,62 =⇔ x

                              Ответ: 6,5. 
 

Задача 12. На сторонах равнобедренного  прямоугольного  тругольника 
с катетом 3 построены квадраты, их центры соединены. Найти площадь получен-
ного треугольника. 

          
           Дано: 3,90 ===∠ BCACACB . 
    Найти:  .DEFS

        A               E    Решение: 23=== ABECDF  −
       как диагонали квадратов со сто- 

   D        роной 3. Так как ABEC⊥  (диаго-       
                               нали квадрата), а DFAB || , то 

             C    F     B    DFEC⊥  и  .9
2

=
⋅

=
DFECSDEF  

         
Ответ: 9.        

 
                    Рис. 13.      
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Задача 13. Найдите наибольшую сторону треугольника, если отно-
шение его сторон равно 13 : 20 : 21, а высота, проведенная к меньшей сто-
роне AH, равна 50,4.                       
                         B                                               Дано: =ACBCAB :: 13 : 20 : 21; 
                 H                                                                 AH=50,4. 

                           Найти: AC. 
                                                               Решение: Пусть длины сторон Δ 

                                                                              равны 13x,20x и 21x. Выразим  
       C                                             A                     площадь треугольника двумя  
                    Рис.14                                              способами: 

.))()((
2
1 BCpABpACppAHBC −−−=⋅  

Так как меньшая сторона треугольника равна 13x, то 
.8,3326,25134,50135,0 xxxS =⋅=⋅⋅=  

Поскольку ,27)212013(
2
1 xxxxp =++=  то .126671427 2xxxxxS =⋅⋅⋅=  

Итак,  Тогда наименьшая сторона равна 
21⋅2,6=54,6.                                                                                       Ответ: 54,6. 

.6,21268,332 2 =→= xxx

  
 
 
Задача 14. Прямые KM и PR параллельны, а отрезки KR  и PM пересекают-
ся в точке C. Площадь треугольника MKC равна 12, площадь треугольника  
PRC равна 27. Найдите площадь треугольника PKC. 
                         Дано: KM|| PR; ;12=ΔMKCS .27=ΔPRCS  

                    K                      M    Найти: ?=ΔPKCS  
                          Решение: Треугольники KCM и RCP
      на рис.15 подобны ( PCRKCM ∠=∠  
как 
                       вертикальные,    RPCKMC ∠=∠       как 

C                           накрест лежащие при параллельных KM  
и PR и секущей PM). Найдем коэффи- 

      циент подобия: 

      P                                     R                        
9
4

27
12

==
RCP

KCM
S
S , значит, .

3
2

=
PC
MC  

                   Рис.15    Треугольники  MKC и PKC имеют одну 

и ту же высоту, тогда  .18
2
3

12
=⇒=⇒= PKC

PKC

MKC

PKC SS
CM
PC

S
S  

Ответ: 18. 
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Задача 15. Основание остроугольного равнобедренного треугольни-

ка равно 48. Найдите радиус вписанной в него окружности, если радиус 
описанной около него окружности равен 25. 

Дано: ABCΔ − равнобедренный, AB=BC; AC = 48; Rописанной =25. 
Найти: rвписанной=? 
 
 
 
            B                     Решение: В равнобедренном треугольнике ABC 

BH −  его высота и медиана, а точка O  −  центр  
описанной окружности. Тогда точка O лежит на  

                                  прямой  BH.  Так как ABCΔ  − остроугольный,  
                 O              она находится внутри треугольника (рис.16).  

      Из прямоугольного треугольника AOH 
        получаем:    =−= 222 AHAOOH  

       A              H                C         =  .32725,7492425 22 =+==→=− BHOH
                   Рис.16                               
 
Из прямоугольного треугольника AOH 
получаем: =+= 222 AHBHAB .40)916(82432 222 =→+=+= AB  
 
 
 

 B             Центр вписанной окружности, как и центр описан- 
  ной окружности, лежит на высоте BH, но, кроме то- 
  го,  он лежит на биссектрисе угла BAH (рис.17). 

       Радиус вписанной окружности найдем, ис-  
                          O1    пользуя свойство биссектрисы треугольника: 

                                                             ⇒==
−

⇒=
3
5

24
4032

1

1
r

r
AH
AB

HO
BO  

     A                H               C                 .129685396 =⇒=⇒=− rrrr  
                     Рис.17                                                                              Ответ: 12. 

 
 
 
 
 

ЗАДАЧИ ПО СТЕРЕОМЕТРИИ 
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Задача 1. Радиус окружности, описанной около основания правиль-
ной четырехугольной пирамиды, равен 6. Угол между боковым ребром и 

основанием равен 
2
1arctg . Найти объем пирамиды. 

 
     Дано: .6;5,0 ==∠ описrODEtg  

      E     Найти:  .пирV
      Решение. Пирамида  правильная, следова-

     тельно четырехугольник  ABCD  - квадрат, 
       OErOCODOBAO опис ,6=====  − высота  
                    пирамиды и ребра составляют равные углы  

 B          C  с основанием, то есть 
                                 .OBEOCEODEOAE ∠=∠=∠=∠   

  O            Поскольку ,2622 =+= ODAOAD то 
  

A                  D    ⇒=∠⋅= 3OCEtgODOE  

Рис. 18.     ( ) .72326
3
1 2

=⋅=пирV  

               Ответ: 72. 
 
 

 K     Задача 2. Радиус окружности, описанной около 
  основания правильной шестиугольной пирамиды, 
  равен 4 3 . Угол между боковым ребром и основа- 

     нием равен 
8
1arctg . Найти объем пирамиды. 

   B                          E           Дано:
8
1,34 arctgOFKOF =∠=  

         A          F       Найти:   .пирV
            Рис. 19.  Решение. Пирамида правильная, отсюда следует, 

    что OK  − высота пирамиды, точка − центр опи-
санной окружности, а все ребра наклонены к основанию под одним уг-
лом,  

O

34== описrOF , AOFΔ  − равносторонний,  

⇒=⋅=∠⋅===
2
3

8
134,34 OFKtgOFOKOFAF  

( ) .36
2
3

4
3346

3
1

3
1

2

=⋅
⋅

⋅=⋅=⇒ OKSV ABCDEFпир     

                                                                                                   Ответ: 36. 
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Задача 3.  Радиус окружности, описанной около основания правиль-

ной треугольной пирамиды, 36 . Угол между боковым ребром и основа-

нием  равен 
8
1arctg . Найти объем пирамиды. 

           Дано: 125,0,36 =∠= OCEtgrопис  
                           Е          B                  Найти:   .пирV

     Решение. Пирамида правильная, 
                       OE  − высота пирамиды, следовательно 

                                  ,OAEOEBOCE ∠=∠=∠  
 O                       ABCrOAOBOC опис Δ=== , − равносто-  

А                    С                   ронний, значит,   ,18
3

236
2
3

=⋅⋅=AC  

         Рис. 20.                                                  

                                                     ,381
4
3182 =⋅=ABCS  

;
4

33125,036 =⋅=OE    .75,60
4

33381
3
1

=⋅⋅=пирV  

         Ответ: 60,75. 
  
Задача 4. В основании треугольной пирамиды лежит прямоугольный тре-
угольник, катеты которого равны 3 и 4. Боковые ребра наклонены под уг-
лом 45°. Найти объем пирамиды.   

S           Дано:  ;4;3 == BCAC  
 .45=∠=∠=∠ SBOSCOSAO  
        Найти:   .пирV

     Решение.   Так  как боковые ребра пирамиды 
            одинаково наклонены, то вершина проекти-   
                    B руется  в  центр  описанной  около основания  
     O         окружности.  Центр  окружности, описанной 
     около  прямоугольного  треугольника,  лежит  
A   C  на середине гипотенузы. Гипотенузу AB най-
     дем по теореме Пифагора:  
    Рис. 21.   .543 2222 =+=+= CBACAB   

Половина гипотенузы ;
2
5

2
1

== ABAO 45=∠SAO , поэтому  получаем, что 
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;
2
545 ==⋅= AOtgAOOS   где OS − высота пирамиды. Площадь основа-

ния пирамиды  равна   

     ⇒=⋅⋅=⋅= 643
2
1

2
1 CBACSосн  .5,7

2
56

2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= OSSV оснпир  

                       Ответ: 7, 5. 
 
 Задача 5. Шар, объемом 4, вписан в конус. Образующая конуса со-
ставляет с плоскостью основания угол в 60°. Найти объем конуса. 
     
       S    Дано:  .60;4 =∠= SABVшар

      Найти: . конV
       Решение. Применим при решении этой 

      задачи  один  из основных приемов ре-
      шения  стереометрических  задач:  про-
      ведем   сечение  и  сведем задачу к пла-             

  A          C         B   ниметрической. Проведем осевое сече-
         Рис. 22.   ние. Секущая плоскость пересекает 
      конус по треугольнику ASB и шар  по 
окружности с центром O радиуса OC. Радиус основания AC обозначим за 
R. Поскольку окружность вписана в ASBΔ , то AO − биссектриса и 

.30
2
1

=∠=∠ SACOAC  Отсюда .
3
330 RtgACOC =⋅=      Объем шара ра-

вен      .394
33

1
3
4

3
3

3
4

3
4 33

3

33

π
πππ =⇒==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= RRROC   

Из ASCΔ  высота пирамиды равна  .360 RtgACh =⋅=   Объем конуса 

равен     3
3
1

3
1 32 RhRVкон ππ ==  = .9339

3
1

=⋅
π

π  

     
 
                                                       Ответ: 9. 
         B                         Задача 6. Найти высоту конуса наименьшего объема, 
        описанного около полушара радиуса 33 , 
        причем центр основания конуса лежит в  
        центра шара. 
             Дано:    Rполушара = 33 . 
D                          Найти:  . конусаh
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A        O          C     Решение. Проведем осевое сечение. Плос- 
кость сечения пересечет конус по треуголь- 

        Рис. 23 .                            нику ABC и полушар по полукругу с центром 
в точке O. Ось BO отсечет треугольник ABO, в котором длина высоты OD, 
опущенной на AB равна 33  − радиусу полушара. Обозначим BO за x.Из 
теоремы Пифагора для BODΔ  

.
3
1222 −=−= xODBOBD  

BODΔ  ∼ AODΔ  как прямоугольные с равными углами  
(углы с взаимно-перпендикулярными сторонами). Cледовательно, 

OBDDOA ∠=∠

OA
OD

BO
BD

=  .
3/1

3/3
2

x
xBD

BOODOA
−

=
⋅

=⇒  Объем конуса равен 

.
)13(3)3/1(33

1
3
1

2

3

2

2
2

−
⋅=⋅

−
=⋅=

x
xx

x
xOBAOV πππ  Производная этой 

функции равна     ⇒
−

⋅−−
⋅=′ 22

322

)13(
6)13(3

3 x
xxxxV π

0=′V  при выполнении 

равенства  .1;1;00)1(06)13(3 321
22322 −===⇒=−⇒=⋅−− xxxxxxxxx

Поскольку мы ищем минимум при х > 0, то таблица интервалов имеет вид: 
х (0;1) 1 (1;∞) 
у′ − 0 + 
у  min  

 Так как производная функции в критической точке х2 = 1 равна ну-
лю, причем слева от нее производная отрицательная, а справа положитель-
ная, то в этой точке функция  имеет локальный минимум.    
                                               Ответ: 1. 
 
 Задача 7. В правильной четырехугольной пирамиде расстояние от 
центра симметрии основания до бокового ребра равно d, двугранный угол 
между основанием и боковой гранью равен ϕ. Найти объем пирамиды. 
     Дано: OK =d; .ϕ=∠SMO  
        S   Найти: V. 
     Решение. Пусть ,aAD = SO = H, тогда  

 K B   C .
3
1

3
1 2 HaSOSV ABCD =⋅=  Из прямоугольного 

     треугольника   SOM   находим   высоту 
     O           M  2/ϕϕ atgOMtgH == , а из прямоугольного         
    A                          D  треугольника  AOS:  
     Рис. 24. 



 ⎯ 16 ⎯

⇒+=+=+= ϕ22
2

22 2
2
1

2
tgaHaSOAOAS

22
OSAOASdS AOS
⋅

=
⋅

=  

или ϕϕ tgaatgad
22

22
2
1 2 ⋅=+⋅ , откуда 

ϕ
ϕ

tg
tgd

a
222 +

=  =                    

= .22 2 ϕϕ ctgtgd ⋅+  Итак, .)2(
3
2

6
1 32/3233 ϕϕϕ ctgtgdtgaV +==  

     Ответ: .)2(
3
2

6
1 32/3233 ϕϕϕ ctgtgdtga +=  

  
Задача 8. Объем правильной четырехугольной пирамиды равен V. Угол 
наклона его бокового ребра к плоскости основания равен α. Найти боковое 
ребро пирамиды. 
     Дано: Vпир = V; .α=∠SAO  
                    S   Найти: AS. 
     Решение.  Пусть ,aAD =  тогда из прямо-
     угольного  треугольника   SOА  находим      

   B              C           αα tgatgAOSO
2

2
=⋅= . Поскольку объем         

                    O    

    A                        D                           ==⋅= αtgaaSOSV ABCD 2
2

3
1

3
1 2  

        Рис.25                =  ,
6

23

αtga  находим , что   

              ( ) ⇒⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3/1
3/1

23
2

6 αα VctgVctga  

==
αcos2

2aAS ( ) .
cos
2

3

cos2
223

3/1

3/1

α

α

α
α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

Vctg
Vctg        Ответ: .

cos
2

3 3/1

α

α
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Vctg

 

 
 
 
 
 
 
 Задача 9. В шар вписана пирамида, основанием которой является прямо-
угольник с диагональю 10. Боковые ребра пирамиды наклонены к основа-
нию под углом β. Найти площадь поверхности и объем шара. 
               Дано: AC =10; .β=∠SCA  
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           S            Найти:  .; шаршар VS
              Решение. Пусть O − центр шара, описанного 
     около пирамиды  SABCD, R − его радиус, Е − 
           M    центр прямоугольника ABCD, M − середина 
                      ребра CS. Тогда  CSOM⊥   и        

     B  O            C   .
2sin

5
sincos2

1
sin ββββ

=⋅===
CESMOSR  

      E      ;
2sin

100
2sin
2544 22

2

β
π

β
ππ =
⋅

== RSшар  

A                         D  .
2sin3

500
2sin

125
3

4
3
4

33
3

β
π

β
ππ =⋅== RVшар  

          Рис. 26       

           Ответ: .
2sin3

500;
2sin

100
32 β
π

β
π

== шаршар VS  

 
Задача 10. Cтороны треугольника 12,10 === cba  касаются сферы 

радиуса 5. Найти расстояние от центра сферы до плоскости треугольника. 
         Дано: 12;10 === cba .5; =r  
    О      Найти: OI. 
             С  Решение. Поскольку стороны треугольника  
     AKC касаются сферы, то центр О этой сфе-
     ры проектируется  в  центр   I  окружности,   
    I                B   вписанной  в  треугольник  ABC. Найдем  вы- 
A    D       соту CD  этого треугольника:  
             K   .8610 2222 =−=−= BDKCCD  Тогда   

 Рис. 27.    ,48812
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅⋅= CDAKS ABC   

а радиус вписанной окружности треугольника  ABC  равен 

( )
.3

16
48

121010
2
1

48
==

++
==

p
Sr  

Следовательно,   

                     OI = .49252222 =−=−=− rRIBOB    
                   Ответ: 4. 

 Задача 11. Через вершину конуса проведено сечение под углом 30° к 
высоте конуса. Вычислить площадь сечения, если высота конуса равна 

33 , а радиус основания равен 5. 
          S    Дано: SO = 33 ;  R = 5; .30=∠OSM  
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    Найти:  .KNSS
    Решение. Пусть  SKN − данное сечение,   M −  сере-
    дина хорды KN. Тогда ∠  MSO = 30°  и  из  
    прямоугольного треугольника  MOS находим   

    62,333330 ====⋅= MOSMtgSOMO
3

⋅ , а из 

  N         прямоугольного треугольника KMO:       

   M O  492522 =−=−= MOOKMK  , поэтому  

        K   .2464
2
1

=⋅=⋅=⋅⋅= SMMKSMKNS KNS    

             Рис. 28.                                          Ответ: 24. 
   
Задача 12. Тело состоит из двух конусов, имеющих общее основание и 
расположенных по разные стороны от плоскости основания. Найти объем 
шара, вписанного в тело, если радиусы оснований конусов равны 1, а вы-
соты 1 и 2. 
 
  B  Дано: R = 1; H1 = 1; H2 = 2. 
    Найти:  .шарV
            Решение. Пусть ABCD − осевое сечение двух дан-
    ных конусов. Тогда плоскость  ABCD  пересекает 
   A       C вписанный шар  по большому кругу,  окружность 
        которого является вписанной в четырехугольник 
     ABCD, откуда площадь четырехугольника  

                  prBDACS ABCD =⋅=
2
1    или   

            D  ,)(
2
1 rCDABBDAC +=⋅  следовательно,  

 Рис. 29.   ⇒−=
−+

−
= 25

)25)(25(
)25(3r  

 

⇒+=⋅⋅ r)52(32
2
1 ( ) .25

3
4

3
4 33 −== ππrVшар  

                

Ответ: ( )325
3
4

−π . 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 
 
1. Найти отношение площадей круга, вписанного в правильный треуголь-
ник, и круга, описанного около него. 

Ответ: 0,25. 
2. В прямоугольном треугольнике острые углы относятся как 1:2, меньший 
катет равен a, найти радиус описанной окружности. 

Ответ: а. 
3. Высота ромба, опущенная из вершины тупого угла, делит противолежа-
щую сторону в отношении 3:2, считая от вершины острого угла. Вычис-
лить площадь ромба, если его сторона равна 20 см.  

Ответ: 240. 
4. Найти основание равнобедренного треугольника, боковая сторона кото-
рого равна 3  см, причем  отношение угла при вершине к углу при осно-
вании равно 4 . 

Ответ: 3. 
5. Вычислить периметр равнобедренной трапеции, у которой тупой угол в 
3 раза больше острого, меньшее основание равно высоте, а большее осно-
вание равно 2− 2  см. 

Ответ: 4/3. 
6. В прямоугольный треугольник вписан квадрат, имеющий с ним общий 
угол. Найти площадь квадрата, если катеты треугольника равны  10 м  и  15 м. 

  Ответ: 36. 
7. Радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, равен 2м, 
а радиус описанной окружности равен 5 м. Найдите больший катет тре-
угольника.  

 Ответ: 8. 
8. Дан ромб ABCD. Окружность, описанная около треугольника ABD, пе-
ресекает большую диагональ ромба AC в точке E. Найдите CE, если 

58=AB , BD = 16. 
Ответ: 12. 

9. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна 13 , а основания рав-
ны 3 и 4. Найдите диагональ трапеции. 

Ответ: 5. 
10. Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окруж-
ности с радиусом 4, если известно, что боковая сторона трапеции равна 10. 

Ответ: 80. 



 ⎯ 20 ⎯

11. Биссектриса угла A параллелограмма ABCD пересекает сторону BC в 
точке K. найдите площадь параллелограмма, если  BK = KC = 5 м ,           
AK = 8 м. 

Ответ: 48. 
12. Средняя линия трапеции равна 15, сумма углов при одном из основа-
ний равна 90°. Найдите площадь трапеции, если одна боковая сторона рав-
на 10 . а разность оснований равна 10. 

Ответ: 45. 
13. Найдите радиус окружности, в котрую вписана трапеция, основание 
которой является диаметром окружности, если площадь трапеции равна 
40 5 , а средняя линия трапеции равна 7 .2  

Ответ: 18. 
14. Две стороны параллелограмма равны 13 и 14, а одна из диагоналей 
равна 15. Найдите площадь треугольника, отсекаемого от параллелограмма 
биссектрисой его угла. 

Ответ: 78. 
15. В ромбе против острого угла, равного 30°, лежит диагональ, равная 

348 − . Найдите площадь ромба.  
Ответ: 2. 

16. Найдите периметр параллелограмма ABCD, если  AD = 10, BD = 8, а от-
резок, соединяющий вершину B с серединой стороны AD, равен .15  

Ответ: 28. 
17. Площадь треугольника равна 24, а две его стороны равны 10 и 8. Най-
дите третью сторону треугольника. 

Ответ: 6. 
18. Из точки, лежащей на окружности, проведены две хорды, равные 7 и 
15. Найдите диаметр окружности, если расстояне между серединами хорд 
равно 10. 

Ответ: 25. 
19. Найдите расстояние от точки пересечения  медиан прямоугольного 
треугольника до его катета, равного 12, если гипотенуза равна 15. 

Ответ: 3. 
20. Точка M  лежит внутри равнобедренного треугольника ABC с основа-
нием  AC на расстоянии 3  от основния. Найдите основание треугольника, 
если . 120=∠B

Ответ: 30. 
21. Сторона основания правильной треугольной пирамиды равна 2 см, вы-
сота 3  см. Найти объем пирамиды. 

Ответ: 1. 
22. В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна 6 см, а 
высота 1 см. Найти боковую поверхность пирамиды. 
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Ответ: 18. 
23. В правильной шестиугольной пирамиде сторона основания равна 2 см, 
а высота 2 3  см. Найти объем пирамиды. 

Ответ: 12. 
24. Около цилиндра радиуса 2 см и высоты 5 см описать прямой круговой 
конус наименьшего объема (плоскости оснований цилиндра и конуса 
должны совпадать). Чему равна высота конуса? 

Ответ: 15. 
25. Площадь основания правильной четырехугольной пирамиды равна       
3 см 2 и боковая поверхность 6 см 2. Найти объем пирамиды. 

Ответ: 1,5. 
26. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник с катетами, 
равными 12 и 5. Все боковые грани наклонены  к плоскости основания под 
углом 45°. Найти объём пирамиды. 

Ответ: 20. 
27. Дан куб  ABCDA1BB 1C 1D1. Через точки A1 и B и середину ребра D D1 
проведена секущая плоскость. Найдите ребро куба, если периметр сечения 
равен .5223 +  

Ответ: 2. 
28. Дан куб  ABCDA1BB 1C 1D1. Через точки A и B1B  и середину ребра C C1 
проведена секущая плоскость. Найдите площадь полной поверхности куба, 
если площадь сечения равна 36. 

Ответ: 192. 
29. Около прямой четырехугольной призмы описан цилиндр. Основание 
призмы  − прямоугольник, диагонали которого образуют угол 60°, а рас-
стояние между боковым ребром призмы и скрещивающейся с ним  диаго-
налью основания равно 31+ . Найдите площадь боковой поверхности 
призмы. 

Ответ: 120 3 . 
30. Радиус основания цилиндра служит диаметром основания конуса. 
Плоскости оснований конуса и цилиндра совпадают, а вершина конуса  
лежит на втором основании цилиндра. Найдите угол наклона образующей 
конуса к плоскости основания, при котором площадь боковой поверхности 
конуса в 125 раз больше площади боковой поверхности цилиндра. 

Ответ: . 001,0arcsin
31. Два касающихся шара радиуса 2 расположены внутри прямой призмы. 
Первый шар касается нижнего основания и всех боковых граней. Второй 
шар касается верхнего основания и всех боковых граней. Найдите объем 
призмы, если в ее основании лежит равнобедренный треугольник с тупым 
углом при вершине, синус которого равен 0,96. 

Ответ:108. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

1. Измерение площадей 
 

 
Примем обозначения: a, b, c − стороны; d1, d2 − диагонали; hа− высо-

та, опущенная на сторону а; ϕ − угол между диагоналями; A∠  −  угол при 
вершине А; Pn  − периметр  n-угольника; r, R – радиусы соответственно  
вписанной и описанной окружностей; S − площадь. 
 
Прямоугольник:                        S  = a⋅b. 
 

Параллелограмм:                                S = ϕsin
2
1

21 ⋅⋅ dd = Aba ∠⋅⋅ sin . 

 

Квадрат :                                             S .
2

2
2 da ==  

 

Ромб:                                                    S 
2

21 dd
ha a

⋅
=⋅= . 

 

Треугольник :                                    S 
R

abcAcbha a 4
sin

2
1

2
1

=∠⋅⋅=⋅=  = 

       .2/)(,))()(( cbapcpbpapp ++=−−−=  
     
 

Трапеция:                                            S = =⋅
+ hba
2

ϕsin
2
1

21 ⋅⋅ dd , 

                                                                a, b − основания трапеции. 
 

Описанный многоугольник:              S .
2
1 rPn ⋅=  

 
Круг радиуса R:                                 S = .2R⋅π  
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2. Формулы для определения элементов треугольника 

 
 

Теорема синусов:   ,
4

,2
sinsinsin S

abcRR
C

c
B

b
A

a
==

∠
=

∠
=

∠
 R − радиус 

описанной окружности. 
 
Теорема косинусов:                                .cos2222 Acbcba ∠⋅⋅⋅−+=  
 
Длина биссектрисы − отрезка прямой, делящий угол треугольника на две 

равновеликие части −  
cb

apcbp
la +

−
=

)(2
. 

 
Длина  медианы − отрезка прямой, соединяющей вершину треугольника и 

середину противоположной стороны − .22
2
1 222 acbma −+=  

 
Длина  средней линии  − отрезка прямой, соединяющей середины двух сто-
рон треугольника − равна половине длины той стороны треугольника, ко-
торой эта средняя линия параллельна. 
 

 
3. Площадь поверхности многогранника 

 
Обозначим: Pn  − периметр основания; h − высота призмы ; l − длина ребра; 
Qn − периметр перпендикулярного сечения. 
 
Боковая поверхность прямой призмы:                                     .hPS n ⋅=
 
Боковая поверхность наклонной призмы:                                .lQS n ⋅=
 
Полная поверхность призмы:                                       оснбокполн SSS += . 
 

 
4. Площади поверхностей тел  вращения 

 
Обозначим: R и r − радиусы нижнего и верхнего ( для усеченного ко-

нуса) оснований; H − высота ; l − образующая тела вращения. 
 
Полная поверхность цилиндра:                                222 RHRS ππ +⋅= . 
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Боковая поверхность цилиндра:                                           HRS ⋅= π2 . 
 
Полная поверхность конуса:                                           2RlRS ππ +⋅= . 
 
Боковая поверхность конуса:                                                   lRS ⋅= π . 
 
Полная поверхность усеченного конуса:  ).()( 22 rRlrRS ++⋅+= ππ  
 
Боковая поверхность усеченного конуса:                      .)( lrRS ⋅+= π  
 
Поверхность шара радиуса R:                       24 RS π= . 
 
Поверхность шарового пояса высоты h:                   .2 hRS ⋅= π  
 

5. Объемы 
 

Обозначим: R − радиус шара или радиус нижнего основания усечен-
ного конуса; r − радиус верхнего основания усеченного конуса; h − высота;  
l − длина ребра; Qn − площадь перпендикулярного сечения; Q − площадь 
нижнего, а q − площадь верхнего основания. 
 
Призма:                                            .lQV n ⋅=  
 

Пирамида:                                             .
3
1 hQV ⋅=  

 

Усеченная пирамида:                           .)(
3
1 hqQqQV ⋅⋅++=  

 
Цилиндр:                                                .2 hRV ⋅⋅= π  

Конус:                                                    .
3
1 2 hRV ⋅⋅= π  

Усеченный конус:                                 ).(
3
1 22 rRrRV ⋅++= π  

Шар:                                       .
3
4 3RV ⋅= π  

Шаровой сектор:                  .
3
2 2 hRV ⋅= π  
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